7 Obserwowalno$é i identyfikacja modow
nieradialnych w gwiazdach

Dla gwiazd znamy tylko usrednione po tarczy charkterystyki modéw oscylacji.
Prowadzi to do ograniczen w obserwowalno$ci modéw oscylacji wynikajacych z
efektéw usrednienia i aspektu. Empiryczne wyznaczenie sferycznego harmonika
modéw zwigzanych z czestotliwosciami w widmach oscylacji stanowi istotny
element analizy danych, ktéry jest co najmniej pomocny w idntyfikacji modow.

7.1 Funkcje wlasne w atmosferze

Pominiemy tu zmiany funkcji wlasnych wewnatrz atmosfery, przyjmiemy tez
ze w czasie oscylacji atmosfera znajduje sie w stanach chwilowej réwnowagi
cieplnej. Te przyblizenia sa uzasadnione, dla modéw o wzglednie niskich czes-
totliwosciach, na przyktad takich jakiw wzbudzane sa w gwiazdach typu § Sctuti
czy 3 Cephei.

Bedziemy korzysta¢ z liniowej teorii oscylacji nieadiabatycznych. Efekty
nieliniowe sg w intersujacych nas zastosowaniach niewielkie.

Lokalna zmiane odlegosci fotosfery od centrum gwiazdy, zwiazang z modem
oscylacji, opisuje wzor:

O0R =& = RR[eY," exp(—iwt)], (7.1)

w ktérym e jest dowolna, byle tylko odpowiednio mata, wielkos$cia zespolona.
Teoria liniowa wyznacza jedynie wzgledne amplitudy i r6znice faz réznych parametrow
opisujacych zmiennoéé¢ gwiazdy.
Przy zaniedbaniu rotacji, z (7.1) wynikaja nastepujace wyrazenie na sktadowa
radialna predkosci:
vy = RwS[eY}" exp(—iwt)]. (7.2)

Skad i z (5.27) mozna dosta¢ wzér na sktadowe horyzontalne i ostatecznie na
pole predkosci mamy

vy = OLHVHUT, (73)
gdzie
1 GM
302 R3w?
Zmiana sktadowej normalnej strumienia promieniowania, F),, ktéra w przy-
blizeniu liniowym jest réwna sktadowej radialnej, dana jest przez

4T R%5F, 0T, .
T =47 Ref Y exp(—iwt)). (7.5)
L Tesr
Zespolona wielko$¢ f mozna wyznaczy¢ droga obliczen nieadiabatycznych dla
odpowiednich modeli gwiazd. Poréwnujac wyraznia (7.15) i (5.14) widzimy, ze
zachodzi f = ye(R) — 2.
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Wartosé f mozna takze wyznaczyé pot-empirycznie wykorzystujac pomiary
w wielu pasmach fotometrycznych. Mozna ja wtedy wykorzysta¢ jako niezalezne
sejsmiczne ograniczenie na model gwiazdy (dokladnie jej zewnetrznych), o czym
bedzie jeszcze mowa.

W przyblizeniu quasiadiabatycznym, z ktérego mozna korzystaé jedynie do
oceny rzedu wielkosci, dostajemy z warunku brzegowego (5.28),

—1
f= 4Vad% (%R) — 4V, <4 4302 A 1)) (7.6)

302

7 tego wzoru wynika wazny wniosek, ze dla wysokich rzedéw zaréwno modéw
p(oc>1)jakig (0 < 1) mamy f > 1. co oznacza ze zmiany tempertury sa
gltownym 7Zrédtem zmian jasnosci gwiazdy.

Dla wyliczenia wielkosci obserwowalnych wygodnie jest przejs¢ do uktadu
wspOlrzednych sferycznych (r, 6, ¢'), w ktorym o§ biegunowa jest skierowana
ku obserwatorowi. Sferyczne harmoniki transformuja sie wedlug wzoru

L
Y™ (0,¢) = Z dfnm,(ﬁo,(bo)yeml(ﬁl,(b/), (7.7)
m/=—{

w ktéorym wspoétczynniki df;@m/, zaleza od katéw wyznaczajacych kierunek do

obserwatora. Calkowanie po dysku przezyje tylko sktadnik m’ = 0, dla ktorego

mamy
47
iy = Y (60:90)\ 57 (7.8)

gdzie, z uwzglednieniem rotacji gwiazdy, po = ¢0,0 + §2t. Modulacja amplitudy
zwigzana z rotacja nie bedzie istotna wiec, dla wygody, w dalszych rozwazaniach
przyjmujemy ¢o = 0. Z (1.4) wynika

47
YOO 551y = Pelcost'),

a zatem wyliczanie wszystkich wielkosci po scatkowanych po tarczy gwiazdy
mozna sprowadzi¢ do catek zawierajacych wielomiany Legendra i wyrazenie na
pociemnienie brzegowe.

7.2 Amplituda predkos$ci radialnej
Lokalna predkosé ku obserwatorowi dana jest wzorem:
vo = vy cosf — vgrsind’.

Z uzyciem (7.2), (7.3) i (7.7) dostajemy

do’
(7.9),

m/=—

4 dp\m/|
vo = |ejwR sin(¢e — wt) Z dﬁlm,Ngml <cos H'Pgml — oy sin@ —+ )
¢
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gdzie 1), oznacza faze e, Nl!m‘

czynnik normalizujacy sferyczne harmoniki (réw.1.4),
a Pelm‘ stowarzyszong funkcje Legendra. Calkujac przyczynki z réznych czesci
tarczy musimy uwzgledni¢ znormalizowany czynnik pociemnienia brzegowego,
ha(p), dla rozwazanej linii widmowej gdzie p = cosé’, a A jest dlugoscia fali.
W modelu Eddingtona czynnik pociemnienia brzegowego wynosi h = 1+ 1.5p
i jest niezalezy od diugosci fali. Predkos¢ radialna calego dysku gwiazdy jest

wiec dana przez

1/t
Via = 5= | voha(duds.
™ Jo
Po podstawieniu tu (7.9), skorzystaniu ze znanych wzoréow

(L+1)Ppy1 + Py
20+1 ’

puhe =

dP,
(= 1) = P = )

i scatkowaniu, dostajemy

Viad = |e|wRNl!m‘PlJm| (cos o) (ue + arve) sin(ype — wt), (7.10)
gdzie
(€ + 1)bx r1 + £byo—1
= . . 11
e 20+ 1 ’ (7.11)
vy — A[(20+ 3)(€ — 1)brg—2 + (20 + 1)bx e — (20 — 1) (£ + 2)bx ¢2] (7.12)
¢ (4A = 3)(20 + 1) o
A=40(l+1),
1
bxe = / hPepdgs. (7.13)
0

Zaleznosé od aspektu opisuje funkcja P)ml (cos o). Przy obserwacji z kierunkow
odpowiadajacych zerom tej funkcji obserwator nie widzi zmian predkosci radi-
alnej. Na przyklad z plaszyzny réwnikowej pomiary zmian predkosci radialnej
nie wykryja modéw odpowiadajacych nieparzystym wartosciom £ + |m/.

Efekt usredniania opisuja funkcje ug i ve, ktére zostaly wyrazone przez b o.
Ta wielko$¢ opisuje rowniez efekt usredniania zmian jasnosci . Jej zachowanie
w funkcji £ bedzie oméwione w rozdziale 7.4.

7.3 Zmiany jasno$ci

Zaburzenie monochromatycznego strumienia gwiazdy w kierunku do obserwa-
tora dana jest przez

SLy = R? 16F P (0 O i de 7.14
A= ; A+ Ex h—/\Jr? Al )p'dp'de’, (7.14)
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gdzie F)\ oznacza normalna sktadowa strumienia monochromatycznego,

5_57 5_R+sin9’85R
S R wWR 06

(7.15)

jest wzglednym zaburzeniem elementu powierzchni dysku, a hy i dhy oznaczaja,
odpowiednio, znormalizowane pociemnienie brzegowe i jego zaburzenie.
Zacznijmy od zmiany jasnoSci bolometrycznej w modelu Eddingtona. Mamy
wtedy
0Fho1 = 0F, (7.16)

z 0F,, danym przez (7.5). W tym modelu zmiana wspotczynnika pociemnienia
brzegowego wytacznie wynika wylacznie ze zmiany kata miedzy normalna do
powierzchni a kierunkiem do obserwatora, mamy zatem

Sh— dhsing’ O6R

dp R 09

Pohodna h(u) eliminujemy calkowaniem przez czesci i, po skorzystaniu z (1.2),
dostajemy

5 Lo1 = €| LuotN™ P (cos 00) b o[| f| cos(the+1p f—wt) — (£—1) (£42) cos(the—wt))],
(7.17)
gdzie

1
b :/ (1 + 1.51) Popudy. (7.18)
0

Do interpretacji amplitud i faz z fotometrii wielobarwnej korzysta sie z
realistycznych modeli atmosfer gwiazdowych. Na podstawie stablicowanych
wynikéw modelowania wyliczamy numerycznie potrzebne nam pochodne log-
arytmicze F i hy po Teg i gesr- Wskaznik \ reprezentuje tu pasmo. Zmiana
efektywnej grawitacji w czasie oscylacji dana jest przez

0gefr 2 R
— =—30"+2)— 7.19
L (30 1 2) 7 (7.19)

W spos6b podobny jak przypadku rownania (7.17) dostaje sie teraz

5Ly = |e|L>\NtJm|PtJm‘(cos 00)bx.e{ar x| flcos(s + e — wt)
7[0697)\(302 +2)+ (¢ —1)(€+2)] cos(ve —wt)}, (7.20)
gdzie
apy = LOlos(Blbre) | Olog(Falbasl)
A=y OlogTeg ' 9:A Olog get
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7.4 FEfekt uSredniania

Wyrazenia na bg ¢ i by, jezeli hy(p) dane jest w formie szeregu potegowego,
sprowadzaja sie do catek oznaczonych

1
o = / 1 P,
0

na ktére mamy wzory. Calki znikaja dla £ > k jesli réznica £ — k jest parzysta.
Jesli jest nieparzysta to dla ¢ — oo

Jog — (—1) R0/ 21~ (k43/2) \/2

™

Dlatego zachowanie b dla duzych wartosci ¢ zalezy silnie od parzystosci.

(—1) =/ 2 if £ is even
Dla (— o0 bgy— LT , (7.21)
(-1)= 1.5y/=2 if £is odd,

W tabeli 5 podane sa wartosci bg ¢ i odpowiednie wartosci wspoétczynnikow
ug 1 v w wyrazeniu na (7.10) na Viaq. W ostatniej kolumnie podany jest wyraz
ce = ({—1)({+2)bg ¢, odpowiedzialny za geometryczny wktad do zmian jasnosci.

Tablica 5: Wspoélczynniki opisujace efekt us$redniania z eddingtonowskim
pociemnieniem brzegowym

Y4 br,e Uy Vp (f — 1)(6 + Q)bE,l
0 1 0.708 0 -2
1 0.708 0.550 0.450 0
2 0.325 0.321 0.775 1.3
3 0.0626 0.127 0.594 0.626
4 -0.0208 0.0234 0.156 -0.374
5 -0.00782 -0.00521 -0.0117 -0.219
6 0.00781 -0.00234 -0.0319 0.312
7 0.00234 0.00156 0.0437 0.126
8 -0.00391 0.00059 0.0141 -0.274

Zmiany jasnos$ci przy niskich warosciach ¢ wynikaja przede wszystkim ze
zmian temperatury (f > 1). Wtedy efekt usredniania w zminach jasnosci
opisuje czynnik bg . Jego szybkie malenie sprawia, ze jako zalozenie wyjs-
ciowe przy identyfikacji modow przyjmuje sie przewaznie ¢ < 2. Rola czyn-
nika geometrycznego wzrasta z ¢. Na przyktad dla typowych czestotliwosci
modéw wzbudzanych w gwiazdach & Scuti i 5 Cephei efekty odksztalcania
gwiazdy zaczynaja dominowaé przy ¢ = 5-7. Wtedy, jak wynika z (7.21) dla
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¢ parzystych czynnik redukcji amplitudy maleje o« £71/2, a wiec wolno. Na
rysunku 25 pokazne jest zachowanie czynnika usredniania dla réznych pasm
fotometrycznych.

7.5 Wartosci / z fotometrii wielopasmowej

7 obserwacji, oprocz czestotliwosci, mamy dane o amplitudach, A, i fazach, ¢y,
czesto w wielu pasmach. Dane te mozna wykorzysta¢ do wyznaczenia stopnia
modu. Ze wzoru 7.20 wynika, ze stosunki amplitud i r6znice faz nie zaleza ani
od aspektu, 0o, ani tez od amplitudy ¢ modu. Najlatwiej zobaczy¢ przepisujac
ten wzor do postaci zespolonej. Przy okazji, przechodzimy do od wzglednych
zmian strumienia do zmian wielkosci gwiazowej (czynnik -1.086).

Ay = Ay exp gy = 1.086¢(E) — D, f), (7.22)

gdzie oznaczyliSmy
€= eNtJmlPtJm‘ (cosbo),

A
Dy = arp by

E) = ag(30% +2)+ (£ —1)(L+2).

Przyktad pokazany na rysunku 25 odnosi sie do identyfikacji modéw w gwiaz-
dach typu g Cephei. Dla gwiazd tego typu warto$¢ ¢ moze by¢ wyznaczona z
obserwacji, bez dokladnej wiedzy o parametrach gwiazdy i wartosci f. Domeny
modéw ¢ = 0,1 i 2 s dobrze rozdzielone, a wartosci ¢ > 2 bardzo mato praw-
dopodobne, ze wzgledu na bardzo male wartosci |by¢| (patrz gorna czesé ry-
sunku). Widzimy tez, ze domena modoéw ¢ = 0 jest rozlegla. Zatem, przy takiej
identyfikacji, mierzone stosunki amplitud i réznice faz moga by¢ wykorzystane
do wyznaczenia radialnego stopnia modu i uzyskania ograniczen na parametry
gwiazd. Sytuacja jest inna w przypadku gwiazd typu § Scuti. Domeny wszyst-
kich modéw niskich stopni sa wieksze i wieksza jest tez niepewnosé wyliczanych
wartosci f.

Zauwazmy, ze warto$ci f moga by¢ wyznaczone obserwacyjnie jezeli mamy
pomiary fotometryczne w co najmniej trzech pasmach. Przy zadanych parame-
trach gwiazdy (chodzi gltownie o Tug) i hipotetycznej wartosci £, mozemy trak-
towa¢ uklad réwnan 7.22 dla kilku pasm jako uklad réwnan liniowych réwnan
obserwacyjnych na € i fe. Mozemy rozwiaza¢ ten uktad metoda najmniejszych
kwadratéw. Zachowanie x? w funkcji £ i Toq, powie nam czy dyskryminacja ¢
i uzyskanie ograniczen na parametry gwiazdy jest mozliwa. Wartoséci f tez sa
interesujace. Daja nam nowe ograniczenia na model gwiazdy.

Dysponujac danymi o zmianach predkosci radialnej, do réwnan 7.22 mozna
dolaczy¢ warunek, wynikajacy z (7.10)

Avrad - 71WR(’U,[ + ava)gﬂ (722)

co bywa konieczne dla uzyskania wartosciowego rozwiazania.
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Rysunek 25: (gora) Czynnik usredniania w funkcji ¢ dla réznych pasm fo-
tometrii Johnsona i Strémgrena. Poréwnanie z wartoscia dla strumienia bolome-
trycznego. (dol) Teoretyczny diagram roznica faz - stosunek ampltud dla dwoch
pasm Stromgrena. Warto$ci wyliczone dla modéw niestabilnych w ciagu modeli
gwiazd o masie 12M; w fazie palenia wodoru w jadrze. Dla mas w przedziale
9 + 12Mg wykresy wygladaja podobnie.



